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Abstrakt

Clanek se zabyva ovéfenim pouZitelnosti Saint Vénantovavy — Wantzelovy rovnice
popisujici pritok realného plynu nerozsifujici se dyzou pro konkrétni zafizeni.
Sledovana ¢ast zafizeni je tvofena uzavicenou nadobou s protékajici vodou. Prostor
nad hladinou je spojen malym otvorem s okolim. Zmény v priitoku kapaliny
vyvolavaji zménu hladiny a tedy sniZeni ¢i zvySeni tlaku a v kone¢ném disledku
pritok plynu otvorem obéma sméry. Na zaFizeni je méfena vySka hladiny, relativni
tlak nad hladinou a absolutni tlak vzduchu v okoli.

Pomoci matematicko fyzikalni analyzy byla sestavena nelinearni diferencialni rovnice
prvniho Fadu popisujici tlak plynu nad hladinou v daném systému. Tato rovnice byla
realizovina ve formé modelu SIMULINku. Dale byly z experimentalnich dat
numerickou optimalizaci (funkce MATLABu fminsearch vyuZivajici model
SIMULINKu) uréeny hodnoty dva parametri diferencialni rovnice, jejichz hodnoty
nejsou piresné znamy.

Pouzitelnost zminénych rovnic je posuzovana subjektivné na zikladé shody
naméi‘enych a vypoctenych ¢asovych prubéhi tlaka vzduchu nad hladinou pro rizné
¢asové prubéhy zmény vysky hladiny.

1 Uvod

V ramci projektu GACR 102/03/0625 — Konsorcidlni pristup k vyvoji experimentdlnich
modelii — bylo na Katedfe fizeni procest a vypocetni techniky FCHT Univerzity Pardubice
navrzeno a realizovano zafizeni ,,Hydraulicko pneumaticka soustava“ (HPS, viz obrazek 1)
predstavujici dvourozmérnou soustavu urcenou pro praktické ovéfovani vicerozmérového
fizeni [Machacek 2004]. Pro névrh kvalitniho fizeni je nutna informace o fizeném systému —
v ptipadé fizeni procest pocitacem obvykle ve form¢ matematického modelu. Tento model by
mél popisovat dynamické chovani (Casovy pribéh) vybranych veli¢in odpovidajici co
nejvérnéji prubéhu veli€in redlného zafizeni. Celé
zafizeni se rozd¢€li na jednotlivé subsystému, pro které se 5}
sestavuji a ovéfuji modely samostatng. Tento ptispévek L
se zabyvd popisem chovani subsystému uzaviené¢ho i
pneumatického  systému s proménnym  objemem,
konkrétné¢ popisem pritoku vzduchu malym otvorem
zalozenym na Saint Vénantovavé — Wantzelové rovnici.
Komplikaci je nemozZnost piimého méfeni pratoku
vzduchu. Proto je vyuzita moznost nepiimého méteni
pomoci pribéhu tlaku vzduchu v pneumatickém
prostoru. Tento pfistup je vyhodny i proto, ze pro pouziti
v celkovém modelu je potifebny pravé casovy pritbéh
tlaku vzduchu.

2 Popis zarizeni

Vzijemné ovliviiovani hladin v nédrzich zajist'uji
dva pneumatické prostory (propojeny prostor nad R
hladinami ve dvou nadrzich, viz oznaCend oblast na obrazek 1 Fotografie HPS
obrazku 1). Schématické znazornéni jednoho prostoru pro potieby odvozeni matematického
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modelu je na obrazku 2. Celkovy objem je rozdélen na
hydraulicky prostor (o konstantnim prifezu S a vySce H), kde
se muze ménit vySka hladina kapaliny # a na pneumaticky
prostor jehoZ objem je tvofen konstantnim objemem V), a
objemem zavislym na aktudlni vySce hladiny. Pneumaticky
prostor je malym otvorem (clonou) o ploSe sy propojen
s okolim. To znamena, Ze pfi zménach vysky hladiny 4 dochazi
ke zménadm tlaku p a tudiZz k pritoku (hmotovy pritok Q)
vzduchu clonou bud’ ven nebo dovnitt pneumatického prostoru
pokud se nevyrovnd tlak p s okolnim tlakem p4. Pro tvorbu
matematického modelu dynamického chovani tlaku vzduchu p
je nutna znalost popisu priitoku vzduchu clonou Qy.

3 Cil price Obrézek 2: Schéma
Rovnice popisujici priitok plynu clonou je pom&me  Pro matematicky model
komplikovana a vyzaduje modifikaci pfi zmén¢ sméru proudéni
plynu. Zasadni otazkou ale je, zda podminky na konkrétnim zafizeni odpovidaji
ptedpokladim, za kterych je rovnice odvozena. Zda malé rozdily tlakd v kombinaci s chybou
méfeni, nedefinovany tvar clony, jina vlhkost vzduchu uvnité a venku, uvazovani stejné a
konstantni teploty uvnitf a vné nezpusobi, ze skutecné prubéhy tlaku se budou liSit od
prubéht vypocitanych na zakladé této rovnice.

4 Matematicky model

V nasledujici kapitole je uvedeno struéné odvozeni algebraické rovnice popisujici
hmotovy pritok plynu clonou a diferencidlni rovnice popisujici €asovy prubeh tlaku plynu
v pneumatické ¢asti. Diraz je kladen na fyzikalni predstavu, ze které se vychazi a formulaci
predpokladi, za kterych jsou rovnice odvozeny. V piipad€ popisu tlaku plynu se respektuje
konkrétni geometrické uspotraddani podle obrazku 2.

4.1  Hmotovy priitok plynu clonou

Rovnice pro hmotovy prutok plynu vychazi z Saint Vénantovavy — Wantzelovy rovnice
popisuyjici ustdlenou podkritickou rychlost idedlniho plynu v nerozSifujici se trysce za
predpokladu bezztratového proudéni. Podrobné odvozeni vychézejici z fyzikalni podstaty je
napt. v literatufe [Cermak 1968]. Podobné odvozeni a zejména diskuse platnosti s ohledem na
kriticky stav plynu je v [Nozicka 2001]. Pon¢kud modifikovany tvar je uveden také v [Ower
1996].

V ¢lanku je provedeno alesponi struéné odvozeni Saint Vénantovavy — Wantzelovy
rovnice. Vychazi se ze zdkona zachovani energie. Za ptredpokladu, Ze se jedna o proudéni
adiabatické bez ziskavani mechanické prace, ma rovnice bilancujici energii ve dvou mistech
proudiciho plynu tvar

1 1
Q.[u1 +5.v]2 +g.h } +p SV, = Q.[u2 +§.v22 + g.hz} +p,.5,v, (1)
kde:
u; — vnitini energie h; — vyska S; — plocha prifezu potrubi
v; — rychlost proudéni plynu pi — tlak plynu O — hmotnostni tok plynu

g — tihové zrychleni

Je-1i misto odkud plyn vytéka dostate¢né rozmérné, je rychlost v dostatecné vzdalenosti
od vytokového otvoru nulova. Energeticka bilance se provadi pro mista, které jsou ve stejné
vySce. Systém spliiujici tuto pfedstavu je zachycen na obrdzku Obrazek 3. Veli¢iny popisujici
nadobu, ze které plyn odtéka (misto oznaCené na obrazku jako A), jsou bez indexu. Druhym



mistem, pro které se energeticka bilance provadi, je misto zizeni. To je na obrazku oznacené
pismenem B.

s; - plocha prifezu
pi — hustota plynu

i; — entalpie plynu
A v — rychlost proudéni plynu v nadrzi
I vy — rychlost proudéni plynu v bodé¢ B
X p — tlak plynu v nadrzi
po— tlak plynu v bod¢ B
v—0 p4 — tlak plynu v okoli

T — teplota plynu v nadrzi

Obrazek 3: Prifez mistem vytoku a okolim

V energetické bilanci se vyskytuje vnitini energie u. Ta je zavisla na entalpii #, tlaku
plynu p a hustot€ plynu p dle vztahu

u=i-Z2 )
P
Vyuzije-li se rovnice kontinuity
0=v.5,.p, 3)

a vztahu pro vypocet vnitini energie (2) pro Upravu energetické bilance mezi mistem A a B
(viz Obrazek 3), ziska energeticka bilanci novy tvar

R B
i=i, +—=.,
2 @)
Dalsimi upravami energetické bilance, pii vyuziti vztahu pro vypocet entalpie
i=c,T (5)
vztahu pro vypocet zavislosti mérné tepelné kapacity cpna x a R
K.R
c,=— 6
Pok—1 ©)
a Poissonova vztahu
x-1
T P |~
0 _ (_OJ (7)
r \p
se ziska vztah pro rychlost proudéni idedlniho plynu v misté zizeni
xK-1
vy = |2 KR 1—(&J " 8)
Kk—1 p

ktery se nazyva Saint Vénantova — Wantzelova rovnice.

Pro odvozeni rovnice popisujici hmotnostni pritok plynu zuzenym mistem Q) se
vychazi z rovnice kontinuity (3). Odvozovani se provadi pro situaci zachycenou na obrazku
Obrazek 3. Rovnice kontinuity se aplikuje na misto v trysce ozna¢ené na obrazku pismenem
B. V tomto misté je plocha priifezu sy, hustota plynu py, tlak plynu py a rychlost plynu v.



Odvozovani vztahu se provadi pro podzvukové rychlosti, kde plati p=p4. Takto vyjadiena
rovnice kontinuity se upravi pomoci stavové rovnice ideélniho plynu

p=pRT 9)
rovnice pro vypocet rychlosti proudéni plynu (8) (Vénantova — Wantzelova rovnice) a
Poissonova vztahu (7). Vysledny vztah pro vypocet hmotnostniho pritoku plynu pii vytoku

ze soustavy ma tvar
2, L
So KR 1 Po |* Do |*
=—. |2.——.—.p.po{| — - — 10
< R K—lToppo(p] (p (10)

Konstanta y ovSem plati pro idealni plyn. Nahradi se proto konstantou m, platici pro
realny plyn. Vysledna rovnice popisujici hmotnostni pritok realného plynu pii vytoku ze

soustavy ma tvar
2, L
So mR 1 Do ™ Do |™
=—. [2.——.—.p.po|| — -|— 11
G =% m—lToppo(pj (p (th

4.2  Tlak plynu v pneumatickém objemu

Rovnice popisujici chovani tlaku plynu v prostoru s proménnym objemem (viz obrazek
2) vychazi z hmotnostni bilance plynu. Bilance se provadi pro vytok plynu ze soustavy.

dm
0=0,@)+— 12
V QO+ (12)
Clen vyjadtujici zddrz hmoty v soustavé se upravi pomoci vztahu pro vypocet hustoty
m
=— 13
P=7 (13)
Upravena hmotnostni bilance ma pak tvar
0=0, + d [V. p]
dt (14)
Objem plynu v soustavé je dan konstrukci soustavy. Popisuje jej rovnice
V=(H-h)S+V, (15)
kde:
Vy — doplitkovi pneumaticky objem h — aktudlni vyska hladiny kapaliny v nadrzi
S — prifez nadrze H — maximalni vyska hladiny v nadrzi

Nahrazenim objemu v upravené hmotnostni bilanci plynu (14) pomoci pravé odvozené
rovnice popisujici pneumaticky objem soustavy (15), vyjadienim hustoty plynu ze stavové
rovnice idedlniho plynu (9) a naslednou upravou se ziskéa potiebny vztah. Pti odvozovani je
tteba brat v uvahu, ze teplotu plynu uvnitt soustavy nelze méfit. Proto je zaveden predpoklad,
Ze teplota uvniti soustavy je konstantni, a Ze je rovna teploté okoli. Vysledny vztah ma tvar

dh
p.S. " —0,RT,

dp dt
a _ 16
dt  S(h, —h)+V, (16)

max

5 Meéreni tlaku a hladiny na zarizeni

Aby bylo mozno provést urceni parametrt, je nutno u laboratorniho modelu méfit vysku
hladiny kapaliny v nadrzi a pfislusny tlak plynu. Pro experiment byly zvoleny levé nadrze.
V pribéhu experimentu je tieba vytadit vliv druhych, tedy pravych vysek hladin. Laboratorni
model umozituje uzaviit pneumatické spojeni mezi vzduSnikem a nadrzi. Pro potieby



experimentu se uzavie spojeni mezi pravou nadrzi a vzduSnikem, ¢imz dojde k eliminaci
vlivu druhé vysky na pribéh experimentu. Takto jsou pro experiment upraveny ob¢ patra
modelu, coz umoziuje v pribéhu jednoho experimentu ziskat data z obou pater. K ziskani dat
se vyuziva pocitae opatfen¢ho akviziéni kartou. Vzorkovaci frekvence je 50 ms. Tato
frekvence je zvolena proto, aby byli zachyceny zmény tlakti plynu, které jsou velmi rychlé.
Experiment je provadén pomoci zapojeni zachyceném na obrazku Obrazek 4. Zapojeni je
realizovano v programu SIMULINK.
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Obrazek 4: Zapojeni pro méteni vysek hladin a tlakti pomoci akvizi¢ni karty

Popis schématu vytvoreném pro experiment

Z akvizi¢ni karty jsou nacitana data v intervalu 50 ms. Ty jsou nasledné piepocitany do
ptislusnych jednotek. Buzeni soustavy je provadéno pomoci zmény otevieni ventilu. Otevieni
ventilu je nastavovano pomoci PID regulatoru, ktery méa za kol udrzovat vySku v horni
nadrzi na zadané hodnoté. Zadana hodnota vysky hladiny je v pravidelnych intervalech
ménéna. Pfed zapocetim samotného experimentu, je nastavena zadand hodnota vysky hladiny
po dobu 90 sekund na konstantni hodnotu vyssi nez nula, aby doslo k ustdleni soustavy.
Nameéfena a prepocitana data jsou ukladana do ptislusnych souborii ve formatu matice.

6 Vyhodnoceni dat a dohledani parametrua

Data ulozena v pfislusnych souborech jsou dosti zaSuména, coz znemoziuje jejich
pfimé pouziti k vypoctu derivace vysky hladiny. Proto je tfeba pied jejich pouZzitim Sum
odstranit. To bylo provedeno pomoci splinti. Bylo pouzito aproximaéni metody ,,Smoothing
Spline*. Na obrazku Obrazek 5 je zachycen pribéh namétenych dat a dat ziskanych filtraci
pomoci splinu.
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Obrazek 5: Prubéh namétfeného a filtrovaného tlaku

Dale je tfeba z ulozenych dat odfiznout prvnich 90 sekund, kdy probihalo ustalovani
systému. Odvozenou rovnici pro vypocet hmotnostniho pritoku plynu ziZenym mistem (11)
je potieba pro optimalizaci upravit. Do vztahu zavedeme novou proménnou f. Jedna se o
vahovy koeficient, ktery je dohleddvan pomoci optimalizace, tak aby soucin prvotné
odhadnuté velikosti odvzdusiovaciho otvoru s a koeficientem f odpovidal skute¢né velikosti
odvzdus$novaciho otvoru. Upravena rovnice pro vytok plynu ma tvar

2, 1
S, mR 1 Do | Do |™
=fB—. 12— —.p.p, || — —| = 17
0, ﬂR m—lToppo[pj (p (17)

Pro ptitok plynu do systému plati obdobny vztah

2, i

So mR 1 p " p "
=—f.—. 2.——.—.p.Do| | — —| = 18
0, p R m-1T, P-Py (poj (poJ (18)

Vztah pro vypocet tlaku je také potieba upravit pro potieby optimalizace. Do vztahu se
zavede vahovy koeficient y, ktery upravuje odhad volného objemu plynu V.

dh
d_p ~ pSE_QORTO

dt  S(h

W)Y, (19

max

V rovnici (19) se vyskytuje zména vySky hladiny dh(?)/dt. Jeji Casovy pribéh ovSem
neni mozné na laboratornim zafizeni méfit. Zménu vysky hladiny je tedy nutno vypocitat
z namé&fenych vysek hladin. Vypocet se provadi pomoci vztahu pro vypocet derivace:

dh  h(k)—h(k-1)

20
dt At 20)



Optimalizace

K optimalizace se vyuziva funkce fminsearch, které je standardni souc¢asti MATLABu.
Ucelova funkce ma tvar

n

> (psim, - p, )’

fB.r)=\*= - 21)
kde:
f—1ucelova funkce p — tlak naméfeny na laboratornim modelu
[, y — hledané parametry n — pocet namefenych dat

psim — Casovy priubéh tlaku ziskany na
zakladé simulace
Vektor proménné psim je ziskavan ze simulaci v programu SIMULINK. Pro tyto tcely

bylo na zakladé rovnic (15), (17), (18) a (19) vytvofeno zapojeni zachycené¢ na obrazku
Obrazek 6.

pr—— pHsm

dh +——pp{dh/dt

Obrazek 6: Zakladni zapojeni modelu

Na obrazku Obrazek 7 az Obrazek 9 je zachycen zplsob realizace zapojeni bloku pro
vypocet hmotnostniho prutoku plynu zaZzenym mistem.

|0 Q0
if {}

: )
.—} ul if (ul > u2)
u2 else 0 b
} Q
If
else {}
P|p Qo0

Obrazek 7: Rozhodovani o sméru proudéni plynu
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Obrazek 8: Vytok plynu z nadrze
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Obrazek 9: Pritok plynu do nadrze

Vstupy pro vypocet tlaku jsou matice namétenych ¢asovych priubéhii vysky hladiny 4 a
matice vypocteného Casového pribéhu derivace vySky hladiny dh/dt. Tyto matice jsou
nacitany z ,,Workspace Matlabu®. Tlak vypocitany na zaklad¢ vstupt je uklddan po 50 ms do
matice pHsim, kterd je po ukonceni simulace uloZzena do souboru. Po¢atecni hodnota tlaku
v integratoru je rovna tlaku atmosférickému.

Tlak ulozeny v matici pHsim se pouziva pro vypocet optimalizacniho kritéria (21).
Optimalizaci se nedohledavaji pfimo parametry soustavy, ale vadhové koeficienty £ a 7.

Pocate¢ni hodnoty véhovych koeficientii jsou jedna. Parametry soustavy jsou uvedeny v
tabulce Tabulka 1.

Tabulka 1: Parametry soustavy

parametr | hodnota | jednotky

R 287 JK ke
S 0,1987.10™ m’
T 294,15 K
Z 0,241.107 m’
g 9,8066 m.s”

Pinax 0,3 m

m 1,35

Pa 104,1.107 Pa
p 1000 kg.m™
s 0,6605.10” m’

Sp 0,1964.10° m’

Pro potteby optimalizace byly provedeny dvé méieni. Jedno pii periodé¢ zmén zadané
hodnoty vysky hladiny 12 sekund a jedno pfi period¢ 15 sekund. Pomoci dat naméfenych pfti
periodé zmén 12 sekund byly optimalizaci dohledany vahové koeficienty S a y. Casové
prub&hy dat naméfenych a dat ziskanych na zdklad¢é simulace s identifikovanymi parametry S
a y jsou zachyceny na obrazku Obrazek 10. Spravnost nalezenych védhovych koeficientii byla
ovéiena na datech naméfenych s periodou zmén 15 sekund. Na obrazku Obrazek 11 je vidét,
ze namefeny a vypocitany prubéh tlaku se pomérné dobte shoduji 1 s daty naméfenymi pfi
periodé¢ zmén 15 sekund. Ve stejném obrazku je téz graficky znazornén pribéh tlaku
ziskaného z matematického modelu, ktery nema zaveden vahové koeficienty S a y.
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Obrazek 10: Shoda naméfenych dat pii periodé 12 sekund a dat ziskanych ze simulace
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Obrazek 11: Shoda namétfenych dat pii periodé 15 sekund a dat ziskanych ze simulaci



7 Zavér

Pouziti matematickych modelt vychazejicich z matematicko fyzikalni analyzy a
zahrnujici konkrétni geometrické usporadani ma velkou vyhodu v tom, Ze dovoluje aspon
zhruba odhadnout realné prubéhy sledovanych veli¢in. Tato vyhoda se zejména projevuje pii
siln¢ nelinearnim chovani. V nasem pfipad€ lze tuto skute¢nost dokumentovat obrazkem
Obrazek 11. Zelena kiivka predstavuje vypocteny tlak vzduchu v zafizeni pro zméteny priabéh
vysky hladiny a hodnoty parametrii odpovidajici geometrickym rozmérim zafizeni a
fyzikdlnim konstantam. Modra kiivka pfedstavuje naméfeny prubéh tlaku a Cervend kiivka
vypocteny pribéh s korekei plochy clony sy a konstantni ¢asti pneumatického objemu V.
Kiivky na obrazku zachycuji jiny prabéh zmén tlakl, nez pro ktery byly korekce urcovany.

Zavérem lze shrnout, Ze rovnice (11) vychdzejici z Saint Vénantovavy — Wantzelovy
rovnice je v naSem piipad¢ piimo pouzitelnd. Korekcemi nékterych parametrii 1ze dosdhnout
urcitého zlepSeni.
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