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Abstrakt

Crankshaft is a part of commonly produced heat engines. It is used for conver-
ting of motion of translation to motion of rotation. The contribution describes
the construction of mathematical model of crankshaft. The model is implemented
in environment Matlab-Simulink.

1 Uvod

Klikova htidel je soucdsti vsech standardné vyrdbénych tepelnych motoru. Slouzi k pfevodu
posuvného pohybu pistu na rota¢ni pohyb hiidele. Pro pievod se pouziva klikového mechanismu,
jak je schématicky znazornéno na obrazku 1. Matematicky model tohoto mechanismu je vyvijen
v ramci celkového modelu malé kogeneraéni jednotky, kterd je pohdnéna parnim strojem. Tento
model ma dale slouzit k dalsimu zkouméni a k optimalizaci vlastnosti uvedené kogeneraéni

jednotky.

Obrazek 1: Klikovy mechanismus.

Dalsi text uvadi podrobné odvozeni pohybové rovnice klikového mechanismu podle obrazku 1
a jeji implementaci v programovém prostiedi Matlab-Simulink.

2 Pohybova rovnice

Pti odvozovani pohybové rovnice budeme postupovat podle metody redukce sil a hmot, kterd

vychézi z rovnice 1.

. 1dl.g .
Ineq - Y+ § d:;dSOQ = Qred (1)




V této rovnici predstavuje I..q celkovy redukovany moment setrvacnosti a Qreq celkovy
redukovany moment. Nalezeni téchto dvou vyrazu je tedy nutné pro sestaveni pohybové rovnice.
7 uvedeného vztahu také vyplyva, ze soustava ma jeden stupeni volnosti, kterym je tithel natoceni
kliky ¢.

2.1 Redukovany moment setrvacnosti

Klikovy mechanismus je podle obrazku 1 slozen ze tii ¢dsti. Témito ¢astmi jsou klika, ojnice a
pist. Pro vyjadieni celkového redukovaného momentu setrvacnosti najdéme nejprve vyraz pro
kinetickou energii soustavy ve tvaru rovnice 2.
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Kazda ¢ast mechanické soustavy prispiva svym dilem do celkové kinetické energie. Kine-
tickd energie soustavy bude tedy obsahovat tii slozky a lze ji vyjadfit podle rovnice 3 jako soucet
kinetickych energii pro kliku, ojnici a pist.

Ey,=FEpi+ Epp+ Eg, (3)

Ze vztahu 2 a 3 vyplyva, ze i celkovy redukovany moment setrvac¢nosti soustavy muzeme vyjadrit
jako soucet redukovanych momentu setrvacnosti jednotlivych slozek mechanické soustavy.

Lea(p) = Ted,k(SO) + Iredm(@) + Ired,O(‘P) (4)

Déle se budeme zabyvat odvozenim redukovanych momentt setrvacnosti jednotlivych slozek
mechanické soustavy.

Klika vykonava rotac¢ni pohyb a vyraz pro jeji kinetickou energii tedy muzeme vyjadfit
podle rovnice 5.
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Piedpokldddame-li znalost momentu setrva¢nosti kliky vzhledem k ose otac¢eni, mtuzeme reduko-
vany moment setrvac¢nosti kliky napsat

Ieq = Ij. (6)

V ptipadé pistu jiz tento vyraz tak jednoduchy nebude. Pist vykonava pouze translac¢ni
pohyb ve sméru osy x. Vyraz pro kinetickou energii napiSeme ve tvaru uvedeném v rovnici 7.

Eyp = 9 mp - &2 (7)

V tomto vyrazu piedstavuje m, zndmou hmotnost pistu a proménnd x piedstavuje polohu
valce. NaSe mechanicka soustava, jak jiz bylo uvedeno, je soustava s jednim stupném volnosti.
Jako nezavisle proménnou jsme si vybrali ihel natoceni kliky (. Tuto proménnou jsme zvolili
z duvodu dalstho vyuziti modelu. Proménné x je tedy zévisle proménnou a pro dalsi préaci s nf je
nutné tuto zavislost vyjadrit. Aplikaci jednoduchych vztaht z trigonometrie muzeme zavislost
zapsat vyrazem

x = (L+r)— (rcosp+ Lcosf3), ()



kde L je délka ojnice a r je polomér kliky. Definujme déle konstantu k jako pomér téchto dvou
velicin. Tato konstanta nam zjednodusi nékteré vyrazy.
r _ sinf3

k=—=
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Jednd se v podstaté o aplikaci sinové véty. Vyraz cos¢ muzeme s vyuzitim zavedené
konstanty k a rovnosti sin? ¢ + cos? ¢ = 1 vyjadfit nasledujicim zpiisobem.

cos B = 1/1 — (kZsin? o) (10)

Dosazenim rovnice 10 do rovnice 8 a jednoduchou tpravou vyjadiime zavislost proménné
2 na proménné ¢ ve formé nésledujictho vyrazu.

wzr(l—cosgp)—l—L(l— \/1 — (k2 sin? go)) (11)

Aby bylo mozné dosadit do rovnice 7 kinetické energie pistu, je nutné jesté cely vyraz
derivovat podle casu.

k% sin 2¢
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1 — k2sin?
Dosazenim rovnice 12 do rovnice 7 muzeme koneéné vyjadfit vztah pro kinetickou energii
pistu Ej .
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Porovnanim rovnice 13 a rovnice 2 muzeme redukovany moment setrvac¢nosti pistu napsat
ve tvaru
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Pro vyjadreni celkového redukovaného momentu setrvacnosti soustavy nam tedy zbyva
jen urcit vyraz pro ojnici. Ojnice vykonava jak transla¢ni tak rotacni pohyb. Predpokladame,
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Rychlost wp stanovime pomoci okamzitého pdlu m, ktery lezi v pruse¢iku normal k tra-

je rovna thlové rychlosti w, rotace kolem okamzitého pélu. Plati tedy vztah



W = Wi (16)

Konstrukce okamzitého pdlu 7 je ndzorné ukazana na obrazku 2, kde jednotlivé body A,
B, C aihly ¢ a 3 odpovidaji bodim a 1thlum z obrézku 1.

Obrazek 2: Konstrukce okamzitého pélu .

Uhlovou rychlost w, muzeme podle obrazku 2 vyjadiit vztahem

CA r .
Wy = = -, (17)
QA x OAr

kde c4 oznacuje rychlost bodu A a g4 je velikost polohového vektoru bodu A vzhledem k
pélu 7. Vyuzitim elementdrni trigonometrické matematiky muzeme vyjadiit o4 » a dosadit do
rovnice 17. Tim ziskdme vyraz pro tthlovou rychlost okamzitého pélu a zaroven podle rovnice 16
i thlovou rychlost ojnice kolem tézisté. Tento vyraz zapiSseme s vyuzitim konstanty k& ve formé
vztahu 18.

k cos .
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K tplnému vyjadieni kinetické energie ojnice nam chybi rychlost cp. Tu lze stanovit
nékolika zpusoby. Prvni zpusob vychézi z rotace kolem okamzitého pélu 7 a rychlost ¢ vyjadiime

velikost derivace polohového vektoru. Pravé tento druhy zpusob je pouzit z duvodu snazsi im-
plementace v dalsi realizaci modelu.

Vyjdéme z obrézku 2. Slozky bodu T" oznacime [ X7, Y7] a vyjadiime je ve tvaru

Xr = x+(L— Lar)cosf,
YT = (L_LA,T) sinﬁ. (19)

osy x a rotacni pohyb s polomérem (L — L4 7). Vyraz cos 8 jsme jiz vyjadfili v rovnici 10. Pro



vyjadieni vyrazu sin 8 vyuzijeme definici konstanty k z rovnice 9. Dosazenim do rovnice 19 a
jednoduchou tpravou ziskame vyrazy pro slozky bodu T

Xr = r(l—cosp)+ L—Lary/1—kZsin?¢,
Yr = k(L —Lar)sine. (20)

Derivaci vyrazu 20 dostavame slozky vektoru rychlosti 7. Jeho velikost uréime zndmym

vztahem cp = 1/ XT2 + YTQ.
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Timto jsme ziskali vSechny potiebné vyrazy k vy¢isleni kinetické energie ojnice. Dosazenim
cr a wr do rovnice 15 ziskdme vyraz kinetické energie ojnice ve tvaru Ej, = %Imd,o %, kde
Ircq,0 je hledany redukovany moment setrvacénosti.
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Nyni mame jiz v8echny slozky celkového redukovaného momentu setrvacnosti klikového
mechanismu. Derivaci vyrazu redukovaného momentu setrva¢nosti podle proménné ¢, tak aby ho
bylo mozné dosadit do rovnice 1, uz nebudeme pro jeho slozitost uvadét a pri realizaci pouzijeme
funkce symbolického toolboxu Matlabu. V néasledujici kapitole odvodime vyraz pro redukovany
moment.

2.2 Redukovany moment

Redukovany moment Q,..q uvedeny ve vyrazu 1 v sobé zahrnuje viechny sily a momenty pusobici
na mechanickou soustavu. Na obrézku 1 je zobrazena sila pusobici na pist. Tato sila je vyslednici
tlakovych sil pusobicich ve valci. Dale budeme uvazovat zatézujici moment M, pusobici na
hiideli. Podle principu virtudlnich praci plati vztah 23.

N
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Diferencial dx muzeme vyjadfit z rovnice 12. Dosazenim do rovnice 23 ziskdme vyraz pro
redukovany moment Q,..q, ktery po jednoduché upravé muzeme zapsat ve tvaru rovnice 24.

k2 sin 2¢
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Qreq = F |rsingp + iL — M, (24)



3 Realizace modelu v prostiedi Matlab-Simulink

Odvozeny model klikového mechanismu budeme nyni realizovat v prostiedi Matlab-Simulink.
Zacfneme nejprve obecnym schématem vychozi rovnice 1 pro metodu redukce sil a hmot.
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Obréazek 3: Zakladni struktura modelu klikového mechanismu.

Schéma uvedené na obrazku 3 obsahuje dva subbloky, které realizuji redukovany moment
setrvacnosti (véetné jeho derivace podle proménné ¢) a celkovy redukovany moment. Detaily
téchto subblokil jsou zndzornény na obrazcich 4 a 5. Vidime zde pouziti bloku s ndzvem Matlab
Function, kde jsou symbolicky zapsany rovnice 4 resp. 24.
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Obrazek 4: Implementace redukovaného momentu setrvaénosti.
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Obrazek 5: Implementace redukovaného momentu.



3.1 Parametry modelu

Simulace byly provedeny pro parametry uvedené v tabulce 1.

’ Nazev Oznaceni | Hodnota | Jednotka
Polomér kliky r 0.065 m
Moment setrvacnosti kliky v ose otaceni Iy, 7-1073 kg -m?
Délka ojnice L 0.2 m
Poloha tézisté ojnice vuci bodu A (viz obr. 1) Lar 0.13 m
Hmotnost pistu my 0.5 kg
Hmotnost ojnice Mo 2 kg
Moment setrvac¢nosti ojnice v tézisti I, 7-1073 kg-m?

Tabulka 1: Parametry modelu

4  Vysledky simulace

Na nasledujicich obrazcich jsou zobrazeny vysledky simulace modelu. Obrazek 6 ukazuje prubéh
budici sily ptsobici na pist. Vidime, ze pusobici sila mé prubéh impulsu s vyskou 100N a délkou
trvani 1s. Zatézujici moment uvazujeme nulovy. Vzhledem k tomu, ze jsme v modelu zanedbali
vSechna tfeni, bude podle zdkona o zachovani energie celkové kinetickd energie (po odeznéni
impulsu pusobici sily) v ¢ase konstantni.

Sila pusobici na valec

sila [N]

cas [sec]

Obrazek 6: Casovy prubeéh sily pasobici na pist.



Casové pribéhy redukovaného momentu a redukovaného momentu setrvacénosti ukazuje
obrazek 7.

Redukovany moment Redukovany moment setrvacnost
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Obrazek 7: Pfepocteny casovy prubéh redukovaného momentu a redukovaného momentu se-
trvacnosti.

Na obrazku 8 je zobrazen ¢asovy prubéh polohy a rychlosti hiidele. Poc¢ateéni poloha
hiidele je nastavena na hodnotu (¢ = 0) = 7. Tato pocatecni podminka je zde proto, Ze hodnota
redukovaného momentu je v bodé ¢ = 0 a ¢ = 7 také nulova, nezavisle na velikosti pusobici
sily. Mechanismus by se tedy z téchto poloh nerozbéhl. Tato skute¢nost vychéazi z konstrukce
mechanismu podle obrazku 1. V dalsim rozsiten{ modelu budou uvazovany tii tyto mechanismy
vzdjemné posunuté o thel Ap = %7’[’. Rozbéh tedy bude mozny z libovolné polohy.

Poloha hridele Rychlost otaceni hridele

poloha [rad]

cas [sec] cas [sec]

Obrazek 8: Casovy pribéh polohy a rychlosti hifdele.



5 Zavér

V ¢lanku byl odvozen matematicky model klikového mechanismu, ktery slouzi k prevodu po-
suvného pohybu pistu na rotac¢ni pohyb hiidele. Odvozeny matematicky popis byl implemen-
tovan v programovém prostiedi Matlab-Simulink. Vysledky simulaci s parametry uvedenymi
v tabulce 1 ukazuji obrazky 6 az 8.
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